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In questo seminario intendo esporre alcuni risultati relativi a equazioni differen- 
ziali del secondo ordine in uno spazio di Banach, in cui un parametro piccolo moltiplica 
la derivata seconda; ovviamente il punto interessante è il legame fra soluzione del 
problema con parametro e soluzione del problema limite. 

Un'ampia monografia per problemi di vario tipo di perturbazioni singolari di 
equazioni a derivate parziali è quella di J.L. Lions [5]. 

Nel seguito mi sono limitato a trattare problemi per i quali l'equazione limite è di 
tipo parabolico o di Schròdinger; in effetti esistono anche risultati quando l'equazione 
limite è di tipo iperbolico, ma mi sembra che, in questo caso, le tecniche operatoriali si 
prestino meno bene a descrivere i risultati. 


1. Perturbazione singolare parabolica 


Le piccole oscillazioni di una membrana fissata sul bordo e immersa in un 
mezzo a elevata viscosità possono essere descritte dall'equazione 
PVutyvw= o Av, 
dove v(x,t) rappresenta lo spostamento verticale nel punto x e O. al tempo t, mentre p, 
Y, © sono, rispettivamente, la densità superficiale, il coefficiente di viscosità e la ten- 
sione della membrana. Inoltre v soddisfa la condizione al contorno 
v(x,t)=0, Vxe 0Qx(O,T], 
e le condizioni iniziali 
v(x,0) = ug(x), v(x,0) = u;(x), Vxe Q. 
Effettuando il cambiamento di funzione incognita 
v(x,t) = u(x, S E) 


la funzione u sarà soluzione del problema 


Lug + uy= Au A in Q x [0,T], 
Y 

ua b) = 0 in 02 x [0,T], 
u(x,0) = ug(x) , u(x,0)=Zuj(x), in9. 


Ponendo £ = op , l'equazione precedente diventa 


Eu +u=4Au, 
dove £ è piccolo e positivo, se il coefficiente di viscosità è elevato, mentre la seconda 
condizione iniziale viene a dipendere da £: 


u;(x,0) = 5 a\ n, 
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Con questa motivazione fisica, considererò il problema di Cauchy in uno spazio 
di Banach X 


È a + us'= Anz + felt), t>0, 


ug(0) = ug(£) , ug'(0) = ur(£), 
dove A è un operatore lineare in X. Esaminerò, in particolare, anche il comportamento 
della soluzione — generalizzata e stretta — del problema (1) per € + 0+, con particolare 


riguardo alla sua eventuale convergenza alla soluzione del problema limite 
at z'= Az+ f(t), t20, 
(2) 


z(0) = ug. 


Cominciamo con l'esaminare condizioni che garantiscano che il problema (1) è 
ben posto. A tal fine ricordo che una funzione coseno astratta © è una funzione forte- 
mente continua da IR a L(X), tale che 

C(1+5) +6 (t-s)=260T(s) ,Vtse R; 
viene detto generatore infinitesimale ‘di © l'operatore A, definito da 


i 
= lim (Ch -Dx, 
Ax Rao n (G(h)-1x 


avente per dominio l'insieme degli x e X, per i quali tale limite esiste. E' ben noto che 
il problema di Cauchy 
3) ce. te R_, 
u(0) = ug, u'(0) = u] , 
dove A è un operatore lineare in X, è ben posto se, e solo se, A è il generatore di una 
funzione coseno astratta ©; in tal caso, se ug,u] € (A), il problema ha come unica 
soluzione 
(4) u(t) = S(t)ugp + A(0)u, 
t 
dove 4(t) = Î ©(s)x ds è la funzione seno associata a ©. Se ug oppure uj non ap- 
0 
partengono a (A), la funzione u, definita dalla (4), viene detta soluzione generalizzata 
del problema (3). Si può mostrare che, se © è una funzione coseno astratta, esistono 
C, ® e R, tali che 
(5) IG(0)]]< C cosh (ot), Vte R. 


Se A è il generatore di una funzione coseno, allora esso è anche il generatore del 


. semigruppo 
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2: 
1 Ss 
sO=T J exp(- 5) Tx de, 


che risulta essere analitico nel semipiano Re z>0 e per il quale vale la stima 
2 
ISOp<Ce®*, vi>0. 


Ritorniamo ora ai problemi (1) e (2). Se supponiamo, come faremo sempre nel 
seguito, che A sia il generatore di una funzione coseno ©, il problema limite risulta 
quindi essere ben posto. Mostriamo ora che è ben posto anche il problema (1) con e>0. 
A tal fine, ponendo 

Ve(t) = exp (È) us(et), 
il problema (1) si trasforma nel seguente 
vet = (A +7) vet exp (1) file. f=20 , 


(6) 1 
Ve(0) = ug(£), ve'(0) = i) +e uj(e). 


Il problema (5) è ben posto, per il risultato seguente, ottenuto da Sova [7]. 
PROPOSIZIONE 1. Siano A il generatore infinitesimale di una funzione coseno astrat- 
tae be €. Allora il problema di Cauchy 

w'"=(A+b21)w, 
(7) w(0) = wo, 

w'(0)=w], 
è ben posto e, se wy,w] € (A), la soluzione del problema (7) è 

w(t) = Sp(t) wo+Ap() wi, 

dove 


t ra 
IibVi2-52) 
Cp(t) = G()x + bt —___— 
hi J FE 


L 
Ap()x = fio Ve -s)t(x ds; 
(0) 


qui:con © si è indicata la funzione coseno astratta generata da A, mentre I) e I sono le 


C(s)x ds, 


funzioni di Bessel modificate di ordine 0 e 1, rispettivamente, definite da 


1 2 
Io(x) -V ap © "" 
n=0 i 
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(ce) 


l 20+1 
n= Y Ten9 - 


n=0 


Da questo risultato si ricava che il problema (1) è ben posto e che, se ug(£), 
uj(£) e S(A), la sua soluzione è 
t t 1 
(8) ug(1) = exp(- e), o O) uo(£) + Ke(t) (3 uo(€)) + 
t 


+ E, (1) G ug(€) + £2u;(£)) + Î Le(t— 5) fx(5) ds , 
0 


dove 
L 
t 
L exp(- al E 
Ks(t)x = res Î (O? Da s2)122 1 (een È ) T(s)x ds = 
(0) 
L 
G 
= Î de(t,5) C(s)x ds, 
0 
t 
exp(- - 5 ea 
x.(x=— E Î ( eerne ) (ox ds= 
€ € 
0 
È. 
È; 


= Î Ye(t,s) G(s)x ds . 
0 


Pertanto, nelle ipotesi fatte, sia il problema (1) sia il problema (2) sono ben 
posti. Cominciamo con l'esaminare il problema della convergenza della soluzione, 
esaminando il problema omogeneo (fx = 0). 

Utilizzando la formula (8), che definisce una soluzione generalizzata del pro- 
blema (1), qualunque siano i dati iniziali, e la stima (5) per la funzione coseno astratta, 
si ottiene la seguente maggiorazione, valida per ogni soluzione generalizzata del 


problema (1): 


Nu:(0 SC exp(-35) cost (1) luo + 


t 


€ 
©) +C I de(1,5) cosh(ws) 3 uo) ds + 
; 


t 


E 


+C Î Ye(1,5) cosh(0s)( 3 Iuo(©)I +82 ju ©] )ds. 
0 


Poiché cosh(ot) è una funzione coseno astratta in © con generatore @2, il secondo 
membro della (9) è la soluzione del problema scalare 
Li + Ee' = 2 Ba î 

S2(0) = Nuo(e)Il, 8e'(0) = |u1(2)] - 
Scrivendo esplicitamente la soluzione del problema (10), si ottiene la stima 

7) 

(11) ue] < C e®*( luo) + £2 |ux(®)I ) , 
valida V ug(£), uj(£) e X, cioè per le soluzioni generalizzate del problema (1) nel caso 


(10) 


omogeneo. 

Esaminiamo ora la convergenza di ug a z, soluzione del problema parabolico (2) 
nel caso omogeneo. Si ha: 
(12) ug(t)-z(0=(®;(t) — S(0) ug + Pe(b(up(£) — uo) + Pe(t) ux(€) , 
dove D;(t) e Pe(t) sono gli operatori di evoluzione associati al problema (1), tali cioè 
che 

us(t) = De(t) ug(e) + Pe(t) ux(€), 
e S(t) è il semigruppo analitico generato da A. Utilizzando la stima (11), si ottiene 
19:00 (o) - uo) < C e juge) - voll , 
YO OI <Ce e I . 


E' invece tecnicamente piuttosto complicato stimare il primo termine al secondo 
membro della (12); per farlo è opportuno supporre che uy e (A). Si ottiene alla fine 
il seguente risultato di Kisynski [4]. 

TEOREMA 2. Sia A il generatore infinitesimale della funzione coseno astratta & , che 
verifica la disuguaglianza ||G(t)]| < C cosh(ot), Vie R:; allora, se ug è la soluzione 
generalizzata del problema (1) nel caso omogeneo e se z è la soluzione stretta del pro- 
blema (2) nel caso omogeneo, si ha, V ug e IA), V ug(£), uj(£) e X: 

(13) jus) — 20] < Ce [ug(€) — voli +2 1 + 0%) |Augl +22 |a ©), V1=0. 


Da ciò segue che ug converge a z, uniformemente sui compatti di [0,+°o[ , se 
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ug(e) > upe e2u;(e) > 0. 


In realtà, come ha mostrato Fattorini [2], la convergenza uniforme sui compatti 
si può ottenere anche senza l'ipotesi che ug e (A); però, in assenza di tale ipotesi ul- 
teriore, viene a cadere la precisa stima (13). 

Rafforzando le ipotesi sui dati iniziali, Kisynski [4] ha ottenuto anche una stima 
sulle derivate. 

TEOREMA 3. Nelle ipotesi del Teorema 2, se ug € DAI), up(e) e (A), ux(e) e X, 
si ha: 
us") — 20 < Cete2 (1+ 0%) llA2uol+[u;(£) - Auol+Ilu{(£) — Aug(e)Il ), vt 20. 
Di qui segue la convergenza uniforme delle derivate sui compatti se 
i uj(€) > Aug, Aug(£) —> Aug. 

Anche in questo caso, risultati meno precisi, ma sotto ipotesi meno restrittive, 

sono stati ottenuti da Fattorini [2]. 


I risultati precedenti non garantiscono però che la convergenza sia uniforme al 
variare delle condizioni iniziali in un sottoinsieme limitato dello spazio nel quale ven- 
gono assegnate. 

Infatti, sia X = 22, A l'operatore tale che 

DA) = fu = {un}neN ! {n2un}ne N E £°} ’ 
Au = {- n°un}ne N > 
è immediato riconoscere che A genera la funzione coseno astratta ©, definita da 
(tu = {cos(nt) un}neN 
e il semigruppo analitico S, definito da 
S(t)u = {en Un nen ; 
Siano ug la soluzione del problema 
Li +ug'- Aug=0, 
us(0) = v, ug'(0) = 0, 
dove v e £2 è indipendente da €, e z è la soluzione del problema 
zi = Aa, 
Lo =V. 


(14) 


Se v = {Wn}ne N » è evidente che 
gi 
z(1) = {e di Sa }ne N . 
Fissiamo b e ]0O,1[ e poniamo, Y me N, Em = >. . Consideriamo l'equazione 


caratteristica della componente m-esima dell'equazione 


En dg"+0- And, 
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cioè 
Em X+A+m2=0; 
essa possiede due radici distinte 
£ divi? 
Dea 
Pertanto, la componente m-esima della soluzione del problema (14) con £ = Epiè 


) 
(ug 0)m= (NI -b2 + 1) exp crete), 
Uen TT = 
+1 - 3 - 1) exp( ia, ) 


5a” 
mentre 
—m2 
(30 E a 
Sia {tm}me N una succesione in IR+, tale che 
È 
0. $i ; 
Em 
passando eventualmente a una sottosuccessione, possiamo supporre che 
lo 
a >a 
Em 
e supponiamo, di più, che a > 0) : allora 


Ng, tm) — (tn) 1 (0, Cm))m — (20m) ml = 


2 
=130-b2!2 ( (V1-52+ 1) exp! +1 — b 1) $ 


+(1=b2_ 1) exp(- IRRISIE, b? ayl val +0(1), 


il che esclude la convergenza uniforme sui limitati. 


Per ovviare alle limitazioni illustrate dall'esempio precedente, Fattorini [2] ha 
utilizzato un tipo di stime diverso, che consente di ottenere la convergenza uniforme al 
variare dei dati iniziali in un sottoinsieme limitato di X, purché si escluda uno "strato 
limite" vicino a zero. Cominciamo col dare una definizione precisa di questo tipo di 
convergenza. 

DEFINIZIONE. Siano p : R+ + IR+ una funzione limitata, {gglee R*} una 
famiglia di funzioni da [0, +o0[ a X e £ : [0, +so[ > X. Diremo che Ri + 885 = g, uni- 


formemente sui compatti di [P(£), +co[ se Va>supo, 
lim E, pes -— gb] =0. 


E0+ te [p(e) 
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Utilizzando questo tipo di convergenza, Fattorini [2] ha ottenuto i risultati 


seguenti. 
TEOREMA 4. Sia p : IR* + IR+ una funzione limitata, tale che 
€ 
(15) Ba >} +00; 
ef E-0+ 
allora 


i Ky(t)x > S(M)x, Ze(®x > S(Mx, 

per e + 0+, uniformemente sui compatti di [p(£), +°[ , uniformemente al variare di x 
nei limitati di X. Con S(t) si è qui indicato il semigruppo analitico generato da A. 
Vogliamo ora dare un'idea della dimostrazione. Ricordando che 


Sca Land 


Ke(bx = j 9,9) (x ds , 
0 
dove 


Ive)? - s2/(28)) 
vV (1/8)? — s2 


e ® è la funzione coseno astratta generata da A, è necessario avere delle informazioni 


d:(15) = eZ texp(--3) 


precise sul comportamento di I}. Quando s è molto vicino a — , s1 possono utilizzare 
È 


stime abbastanza rozze, del tipo 
hO) e_® È 
y (2 + y)3/2 
ciò però è proficuo solo in un intervallo di lunghezza piccola, collegata all'ampiezza 


p(€) dello strato limite, regolato dalla (15); fuori da questo strato, si può invece utiliz- 
zare lo sviluppo asintotico per y > + co e cioè 


y 
110)=-L (14001). 


V2ry 


Per mezzo di queste stime, Fattorini [2] ha potuto dimostrare i seguenti risultati 


di convergenza delle soluzioni. 
TEOREMA 5. Siano ug(£), ux(£) e X, tali che 

ug(£) > v, ux(£E) 3 ug -v, pere > 0+, 
p : IR+ + IR* una funzione limitata, tale che 


PO 3 400 


Allora la soluzione generalizzata ug del problema (1) nel caso omogeneo converge, uni- 


formemente sui compatti di [p(£), +°°[ , alla soluzione del problema 
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z'= Au 

z(0) = ug . 
La convergenza è anche uniforme rispetto a ug € a v, se questi variano in un limitato di 
X. 


Di recente, Engel [1] ha studiato un'equazione più generale, e cioè 
£ug" + Bug' + Aug = 0, 
dove B è un opportuno operatore limitato. Il risultato più significativo è il seguente. 
TEOREMA 6. Siano A il generatore infinitesimale di una funzione coseno astratta ©, 
B un operatore limitato che commuta con (t),vte R,etale che 
s(B)=sup {ReA1X€ c(B)} <0, 
uo, u] € (A). Allora il problema 
do Di + 2Bug Nasi 
ue(0) = ug, ug'(0) = U], 
è ben posto, AB-! genera un semigruppo analitico e la soluzione us del problema (16) 
converge, per € + (+, alla soluzione del problema 
2Bz'= Az, 
n 0) = ug. 
La dimostrazione è basata sulla possibilità di fornire una rappresentazione espl- 
icita della soluzione del problema (16), basata sulle funzioni di Bessel modificate di un 
operatore limitato. 


Passiamo ora a considerare il caso di un'equazione non omogenea, ma con 
condizioni iniziali omogenee. In questo caso i risultati sono però meno numerosi e 
precisi del caso precedente. Un risultato tipico, dovuto a Fattorini [2] è il seguente. 
TEOREMA 7. Siano fe, fe G%[0,T];X), tali che f: > f nella topologia di 
G x0,T];X) ; allora la soluzione generalizzata ug del problema (1) con condizioni 
iniziali nulle converge, uniformemente in [0,T], alla soluzione z del problema (2) con 
condizioni iniziali nulle e, di più, 

ug '(6) — Ze(0)f(0) > z'(t) — S(MÉ(0), 


uniformemente in [0,T]. 


Osservo che il risultato sulla convergenza delle derivate deve contenere un ter- 
mine correttivo se f(0) # 0, in quanto 
us (0)=0,Ve>0, 


mentre 
z'(0) = lim z'(0) = Az(0) + f(0) = f(0). 
t>30+ 
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2. Perturbazione singolare di tipo Schròdinger 


In meccanica quantistica relativistica si considera l'equazione 
17 1 Lal A 
(17) | ina Up iU=57 AU, 
dove m è la massa della particella e c è la velocità della luce; tale equazione si ricava po- 


nendo 


p. 
u(x,t) = exp (i de) v(x,t) 


nell'equazione di Klein-Gordon per una particella libera 
ye he? Av + met v. 
Poiché il coefficiente di uy nella (17) è molto piccolo, è interessante esaminare se le 
soluzioni di (17) approssimano quelle dell'equazione limite. 
Se traduciamo questo problema in termini operatoriali, siamo condotti a consi- 


derare i problemi 
2 


€ up"-iug' = Aug, 
(18) € G 2 

ug(0) = ug(£), ug'(0) = u;(£), 
» z'='iAz; 
19 ate = Ug - 


Ovviamente il problema (18) è ben posto V e e IR* se A è il generatore infinitesimale 
di una funzione coseno astratta e, in tal caso, si può scriverne la soluzione esplicita- 
mente in una forma analoga alla (8), purché si sostituiscano at e a €, rispettivamente, it 
e ie. Naturalmente, le funzioni di Bessel modificate avranno ora argomento immagi- 
nario e coincideranno quindi con le funzioni di Bessel usuali, il cui comportamento a- 
sintotico è completamente diverso da quello delle precedenti. Si noti poi che il termine 
che nella (8) aveva la forma 


pt) CO) ut 


ora diventa 


. _L l 
exp (i S(-) ug(e). 
p ( È, (S} o(e) 
Inoltre, mentre nel caso precedente il problema limite era ben posto, ora non vi è mo- 


tivo perché, in generale, iA generi un semigruppo. Questo problema è stato trattato 


‘ inizialmente da Veselic ([8],[9]) e da Schoene ([6]), supponendo che X sia uno spazio 


di Hilbert e che A sia autoaggiunto. Questo, come è ben noto, fa sì che il problema (19) 
sia ben posto. Successivamente, Fattorini [3] ha generalizzato i loro risultati, suppo- 
nendo che A sia il generatore infinitesimale di una funzione coseno astratta in uno 
spazio di Banach, sottoposto però a un'ulteriore restrizione. Nel seguito illustrerò al- 
cuni dei suoi risultati. : 

Se ug è la soluzione del problema (18), essa può essere scritta, poiché il pro- 
blema è ben posto, come 

ug(t) = Re(bug(e) + T.(M)ux(e), 
almeno se ug(£) , uj(e) e (A); osserviamo però che gli operatori Re(t) e Ti(t) ap- 
partengono a 2 (X). Ebbene, richiediamo che: 
IPOTESI AGGIUNTIVA. Siano A il generatore infinitesimale di una funzione coseno 
astratta, Rg e T, gli operatori di evoluzione del problema (18). Supponiamo che esista- 
no C}, C2, @, indipendenti da £ e da t, tali che: 
IRe(Oj < Ce! [TO < Cr e! vite R. 


Prima di illustrare i risultati ottenibili con l'ipotesi precedente, vediamo alcuni 
esempi che ne chiariscono il campo di applicabilità. 
PROPOSIZIONE 8. Siano X uno spazio di Hilbert e A il generatore infinitesimale di 
una funzione coseno astratta uniformemente limitata in X; allora A verifica l'Ipotesi 
aggiuntiva. 

Un risultato che chiarifica ulteriormente il significato dell'ipotesi aggiuntiva è il 
seguente. 

Se X è uno spazio di Hilbert e A è un operatore normale in X, allora A genera 
una funzione coseno astratta © che verifica la stima 

i ISIS C cosh(0t) , Vite R, 
se, e solo se, 
oa)c {ne CRA SO? AmDE ti. 


Ebbene A verifica l'ipotesi aggiuntiva se, e solo se, 3 a,b e R+*, tali che 
O(A) c {Ae CIReA<a, ImAI<b}. 


Un primo risultato significativo, ottenuto come conseguenza dell'ipotesi ag- 
giuntiva, è il seguente. 


TEOREMA 9. Sia A il generatore infinitesimale di una funzione coseno astratta; se A 
verifica l'ipotesi aggiuntiva, allora iA genera un gruppo fortemente continuo. 
Questo risultato garantisce quindi che anche il problema limite è ben posto. 
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Enuncio ora due dei risultati ottenuti da Fattorini [3] per la convergenza delle 
soluzioni generalizzate. 
TEOREMA 10. Siano A il generatore inifinitesimale di una funzione coseno astratta, 
verificante l'ipotesi aggiuntiva; ug € D(A?), ug(€), ux(e) e X. Allora, Vte R, 

uz(6) — 20 < C e© ( [ug(€) — voli + £2 (Auoll + Itl |AZuol + lu1©ID) » 
dove ug è la soluzione generalizzata del problema (18) e z è la soluzione generalizzata 
del problema (19). 
TEOREMA 11. Se A verifica le ipotesi del Teorema 10, u(£), u(€), ug € X e se 

ug(£) > ug, €2ux(e) > 0, pere > 0+, 


allora ug converge uniformemente a z sui compatti di R. 
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